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1 Wspowadzenie

1.1 Wst¦p

Rachunek ró»niczkowy jest fundamentaln¡ dziedzin¡ analizy matematycznej. Jego istot¡ jest istnienie i wªasno±ci
pewnych granic, zale»nych od okre±lonej funkcji rzeczywistej i jej argumentów.

De�nicja. Niech funkcja f(x) b¦dzie okre±lona na pewnym otwartym przedziale, zawieraj¡cym punkt x0. Po-
chodn¡ funkcji f(x) w punkcie x0 nazywamy granic¦ wªa±ciw¡:

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

.

Pochodn¡ f ′(x) funkcji f(x) nazywamy funkcj¦, przyporz¡dkowuj¡c¡ ka»demu punktowi dziedziny jego pochodn¡ w
tym punkcie.
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1.2 Interpretacja geometryczna pochodnej:

x

f(x) y = ax+ b

x0 x0 + h

f(x0)

f(x0 + h)

α

Pochodna funkcji f(x) (czerwony kolor) w punkcie x0 jest równa wspóªczynnikowi kierunkowemu prostej, stycznej
do wykresu w tym punkcie oraz tak»e tangensowi k¡ta α zawartemu pomi¦dzy osi¡ OX a t¡ prost¡ styczn¡:

f ′(x0) = a = tgα

Warto±¢ pochodnej funkcji w punkcie opisuje nam, jak szybki jest wzgl¦dny wzrost lub spadek warto±ci funkcji
w pobli»u tego punktu.
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1.3 Przykªad pochodnej funkcji w punkcie

Dla f(x) = x2 oraz x0 = −1 mamy

f ′(−1) = lim
h→0

f(−1 + h)− f(−1)
h

= · · ·

Doko«czy¢ obliczenia powy»ej - wynik ma by¢ -2

x

f(x)

1−1

1

4

y = −2x− 1
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1.4 Przykªad pochodnej funkcji

Niech f(x) = sinx. Wtedy

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= lim
h→0

cos(x+ h)− cos(x)

h
=

= lim
h→0

2 cos(2x+h
2

) cos(h
2
)

h
= lim

h→0

(
cos(

2x+ h

2
) ·

cos(h
2
)

h
2

)
= cosx.
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1.5 Wzory na pochodne podstawowych funkcji

Do szybkiego obliczania pochodnych podstawowych funkcji istniej¡ wzory umieszczone w Tabeli ??. Mo»na je
wyprowadzi¢ z de�nicji pochodnej.

f(x) f ′(x)
xn nxn−1 dla n 6= 0
x2 2x
x 1
1 0
1
x

− 1
x2√

x 1
2
√
x

f(x) f ′(x)
ax ax ln a (a > 0 ∧ a 6= 1)
ex ex

loga x
1

x ln a
(a > 0 ∧ a 6= 1)

lnx 1
x

f(x) f ′(x)
sinx cosx
cosx − sinx
tg x 1

cos2 x

ctg x − 1
sin2 x

arcsinx 1√
1−x2

arccosx − 1√
1−x2

arctg x 1
1+x2

arcctg x − 1
1+x2

Tablica 1: Pochodne podstawowych funkcji
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1.6 Wzory na obliczanie pochodnych funkcji zªo»onych

Niech a ∈ R, f : R → R, g : R → R b¦d¡ funkcjami róniczkowalnymi. Wtedy ró»niczkowalne s¡ funkcje a · f(x),
f(x)+ g(x), f(x) · g(x), f(x)

g(x)
(je»eli g(x) nie zeruje si¦ w »adnym punkcie swej dziedziny) oraz f(g(x)). Mamy wtedy

nastepuj¡ce wzory:
(a · f(x))′ = a · f ′(x),

(f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x),

(f(x) · g(x))′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x),(
f(x)

g(x)

)′
=
f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)

g2(x)
,

(f(g(x)))′ = f ′(g(x)) · g′(x).

Przykªad. Je»eli

f(x) =
arcctg8 lnx

ex
√
sinx

,

to

f ′(x) =
8 arcctg7 lnx −1

1+ln2 x
1
x
· ex
√
sinx− arcctg8 lnx ·

(
ex
√
sinx+ ex 1

2
√
sinx

cosx
)

e2x sinx
.

Dalej przedstawimy wybrane zastosowania w matematyce:
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2 Zastosowania w matematyce

2.1 Wzór Taylora

Niech f : R → R posiada w przedziale 〈a, b〉 wszystkie pochodne do rz¦du n + 1-go ci¡gªe. Wtedy dla ka»dego
x0 ∈ (a, b):

f(x0 + x) = f(x0) +
x

1!
f ′(x0) +

x2

2!
f ′′(x0) + · · ·+

xn

n!
f (n)(x0) +Rn(x0, x),

gdzie

lim
x→0

Rn(x0, x)

xn
= 0.

x

y

π−π

1

−1 f(x) = sin x

n = 5

n = 7
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2.2 Przykªad wykorzystania wzoru Taylora

Niech f(x) = sinx. Wtedy:

f ′(x) = cos x, f ′′(x) = − sinx, f ′′′(x) = − cosx, f ′′′′(x) = sinx, ...

Zatem dla x− 0,

sinx ≈ f(x0) · x
0!

+
f ′(x0) · x2

1!
+
f ′′(x0) · x3

2!
+
f ′′′(x0) · x4

3!
+ ...,

sinx ≈ x− x3

2
+
x5

24
− · · ·+ (−1)n · x

2n+1

(2n)!
+ · · ·

Korzystaj¡c z tego wzoru, mo»na obliczy¢ przybli»on¡ warto±¢ sin 0.2. Dla x0 = 0 i x = 0.2:

sin 0.2 ≈ 0 +
0.2

1
· 1 + (0.2)2

2
· 0 + (0.2)3

6
· (−1) + (0.2)4

24
· 0

sin 0.2 ≈ 0 + 0, 2 + 0− 0, 001333 + 0 = 0, 198667

Porównuj¡c z faktyczn¡ warto±ci¡ sin 0.2 ≈ 0, 19866933, mamy wynik z dokªadno±ci¡ do pi¦ciu miejsc po przecinku.
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2.3 Obliczanie granic ilorazowych - Twierdzenie de l'Hospitala

Do obliczania wielu granic ilorazów najwygodniejszym sposobem jest Twierdzenie de l'Hospitala; je»eli funkcje
f(x) i g(x) s¡ ró»niczkowalne w pewnym otoczeniu x0 (b¦d¡cym liczb¡ lub niesko«czono±ci¡, albo limx→x0 f(x) =
limx→x0 g(x) = 0 lub limx→x0 f(x) = limx→x0 g(x) =∞, to:

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.
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2.4 Przykªad wykorzystania Twierdzenie de l'Hospitala

Rozwi¡za¢ przykªad zasugerowany przeze mnie
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2.5 Zastosowanie w geometrii

Rozwi¡za¢ zasugerowany przeze mnie przykªad z walcem wpisanym w kul¦

R

H

r

r =
√
R2 − H2

4
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3 Zastosowania w �zyce

3.1 Droga, pr¦dko±¢ i pochodna

Fundamentalne wielko±ci �zyczne s¡ ze sob¡ powi¡zane pochodnymi:
Pr¦dko±¢ jest pochodn¡ drogi po czasie, a przyspieszenie pochodn¡ pr¦dko±ci po czasie.
Przykªad. NiechA > 0. Je»eli wspóªrz¦dne punktu na pªaszczy¹nie s¡ zale»ne od czasu t i s¡ równe (A cos3 t, A sin3 t),
to wektor jego pr¦dko±ci jest równy

~V (t) = (−3A cos2 t sin t, 3A sin2 t cos t),

a przyspieszenie
~a(t) = (−3A cos t(cos2 t− 2 sin2 t), 3A sin t(2 cos2 t− sin2 t)).

Wtedy
|V (t)| = 3A| cos t sin t|,

|a(t)| = 3A
√
sin6t+ cos6 t.
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3.2 Jasno±¢

Rozwi¡za¢ zasugerowany przeze mnie przykªad z dwoma ¹ródªami ±wiatªa

?
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3.3 Energia

Kropla wody o masie pocz¡tkowej m0 zaczyna spada¢ pod wpªywem siªy ci¦»ko±ci (pominiemy opór powietrza) i
paruje jednostajnie. Niech ubytek jej masy w ci¡gu sekundy wynosi d. Obliczymy maksymaln¡ energi¦ kinetyczn¡
kropli.

Mamy V (t) = gt, m(t) = m0 − dt. Niech t > 0. Dalej,

E(t) =
mV 2

2
=

(m0 − dt)(gt)2

2
=
g2

2
(m0t

2 − dt3).

E ′(t) =
g2

2
(2m0t− 3dt2).

E ′(t) = 0 dla t = 2m0

3d
i w tym czasie energia kinetyczna kropli b¦dzie najwi¦ksza i wyniesie E(2m0

3d
) =

2m3
0g

2

27d2
.
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4 Podsumowanie

Przedstawione przykªady dotyczyªy gªównie zastosowa« matematycznych.

� Aproksymacja funkcji, ró»nych warto±ci (Wzór Taylora).

� Wyznaczanie mniej elementarnych granic (Twierdzenie de l'Hospitala).

� Optymalizacja (wyznaczanie najmniejszych i najwi¦kszych warto±ci funkcji) w zadaniach z wielu dziedzin:
geometrii, �zyki itp.

Zastosowania rachunku ró»niczkowego mo»emy bardziej precyzyjnie opisa¢, je»eli spojrzymy na równania ró»nicz-
kowe. W ty przypadku s¡ to mi¦dzy innymi:

� Fizyka, Chemia - opisanie bezpo±rednich zale»no±ci i wzorów.

� Biologia - umo»liwienie modelowania ró»nych ±rodowisk przyrodniczych.

To ju» jest temat na kolejne opracowanie.


